
§ 5.5 . Developpennants limiters
.

Formule de Taylor. -174-

'Théoréme (Formate de Taylor) .

Soit f : I → Funefonchon In -11)fois derivable
sur I za .

Alers V-✗ c- I il exist u entre a et✗ tel que

f- 1×1 -- f-(a) + f'(a) (x-a) +1-4%-1×-44 .

.
. .

+ f"Y¥(✗-a) " + f%"?¥- (x-a) " "

=÷¥tE¥;e
Idée : Soit f desirable sur I ⇒ PAF V-x.ae I Fu entre ✗ eta

tel
que flu, = fH-#✗ - a

⇐s fix ) -flak flu)lx-a) <⇒ fix) -- f-(a) + f¥(x-a)
¥ÉdordreO.

. . .
. voir IDZ $5.4]



Ex 1
. f-1×1 = sihx an tour de a--0 ; flxksihx est indifmment desirable surR

- "5-

f- 4×1 = cosx ; f-
"

(X) = - Knx ; f'"A) = - cos ✗
, f-

""

a) = six . . .
.

f
'

(o) = 1 ; f-
"

(O) = 0 ; f
'"
107=-1

, f
""

101=0
,

.
. .

.

- (g)
K
✗
2kt 1six = s.no + ✗ - ¥

.

+ ¥5T - - - - "¥¥+122*1×1 =Éo¥
.

+ Ran-ulH
.

= 0

Ex 2
. fix)= cos ✗ antour de a = 0

.

1-1)
h

✗
2h

COS ✗ = 1- ¥ + ¥: - .
. . .

g.
+Rafi = [ G)

"

×
"

k=o¥!
+ Rzn (X)

Remarque . La formule de Taylor s' appelle la formal de Maclaurin si a--0.

Def. (Dérdoppement limited f : E-→F une fonctiondéfnie an voisinage de ✗=a
S 'il exist de hombres ao

,

a
. .

. .

an tels que the E.
✗+a

,
on a

f-1×1 = ao t 9, (x- a) + Azlx-a) '+ .
.

.
+ An (x-a)

"

+ (x-a)
"

EG)
,

oui EN est une fonc lion teller que finna Eat = 0,
on dit

que fadmet undéieloppementlimilé dordre n an tour de ✗ = a.

(BL)



Pn (x) = ao + Adx - a) + ask -at +
.

. + an (x-a)
h
- la partie principal du

-176-

development limit CDL)Rnlx)= (x-a) "EA) - le risk du DL
.

Proposition .

Si f:-[→ F admit un développement limit' dordren
an tour de ✗=a

,

odors celui - ci est unique .

Dém : par absurd . Suipposons que
f-(D= aota, (x-a) + azcx - a) '+ . . . an A- a)

"
+ (✗- a)

"
E. (x); ma E. 1×1=0

f-(x ) = Got b. (x-a) + bzlx -a) '+ . . . bn (x-a)
"

+ (x-a)
"

Ezlx); him Ezcx) = 0
.

✗→ a

soit k le plus petit te que a. * br. .

⇒o=fY¥
lan-bri-lam-bk-i.lk?;-jfg..-?g-..Y&H-EHio--
⇒ are br

. .

contradiction ⇒ ai = bi Ki = 0 . - -
n ⇒ E. A) = Each

☒



Grollaire
.

Soit a c- I ; f :I→ Rune fonction In +1)fois confinement
-" t -

dénvable sur I
.

Alors la formale de Taylor nous fournit le DL
diordre n de la fonchon fantour de ✗= a

Dém : Le rest : f-
""Yu)

"

Taylor
-

=

EWW-AY - D L teh que lim Ead = 0✗→ a

⇒ Il faut vérifier que Esma Ead = Ema f-
'""meat ±? 0

(h -11) !

him If""'W¥y
.

/ Eliya M
.

= 0 ⇒ lineal = 0
✗ → a 1 ✗→ a

Ifk
-"WEM sur laid on 1.x, at

← g- 1h
") (x ) est continue sur la, ×] on IX.a) ⇒ fornée '☒

Rem
argues (1) En fait, ilsuffit d.avoir f n fois containment desirable sur I

pour avoir fcxl = Pn (X) de Taylor + (x -a)
"

Ecx)
,

lim Ead = 0
✗→ a

(2) f : E- -F peut avoir un DL sans que la formule de Taylor
lui soit applicable f-Voir IDZ] example 5.4.9) .



Conclusion
.

Soit f : I→ F n fois confinement derivable sur I. a.✗c-I. I'¥É

Alors f-a) = f-(a) +f'(a) (✗-a) + . . .
+ ftp.?#1x-aY+lx-aTElx)limElxt-O

✗→ a

Si f est Intl) fois derivable sur I
,
alors

flxt-flal-fkakx-al-i.i-f-n.a-ajif-Y.fm?(*ay+i " antre
aetx

C' est le DL de la fonctonfdordre n auteur de x=a
.
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§5.6

.

Etude des fonctions .

Rappel : Si f : I → Fest dénrable sur I. et fadmetunexhremum local
en ✗ = C

,
alors f'(c) = 0 .

Proposition . (condition suffisanlepourqiunefmchon aitun extremism local) .

Soit f : I→ F une fonchon n fois contaminant dénvable sur I. on newestpair
et tell que f'(c)

= f-
"

(c) = .Ñ=
,
mais f-

"'
(c) -1-0

.

Alors si f-
" ' (c) > 0 ⇒ fadmet un min local en ✗ = c ✓f☒=*

f-
"
101--2

si f"(c) < 0 ⇒ f- admetun Max local en ✗=c
mfcxt.ir

1-
"
101=-2

Dém
. formule de Taylor diordre In - 1) automate ✗=c

ftp.fld-i f
'

"Hl×n; ou ri est entre ✗ etc

Supposons f'" (c) > 0.

> O th au voisinageAlers fan - f-H=f"Ypo;¥l×¥
""

✓> o suffisammentpetit de c

Phisgue f-
'"
(c) > O et finyx ) est continue sur I ⇒ f-14 est un minimum

local
.

☒



Déf . f. E- > F une function derivable en a c- E
so-

Soit llx) = f-(a) +f'(a) A-a) - la tangent a' la
Courte y-- fix ) en la

, fca)) . point d.inflation fix,

Considerons 41×7 f-1×1-11×1=1-1×1-flat - f-
'

(a) (x-a) ↳
41×1<0

Si 41×1 change designer en x=a, odors (a. flap
est un point d.inflexion def. 41×1>0

Proposition . (condition suffisank pour quiune courte
ait un point d.in/lexion ) .

Soit f : I→ F une fonction n fois confinement derivable
pas

14×7>0
sur I

,

oui h C-Nest impair, n > 1 , et on a :
nonpoint

f-
"

(a) = f-
"'

(a) = . .

=

"

f
" -"(a) =D ; flh)(a) +0 .

dine✗ion →

14×1>0A hors le point (a. flail est un point dinflexion a 41×1>0
de f. \

pointDém : Formule de Taylor dordrecht) an four de ✗=a : 14×1<0
diinfhxion

f-(x) = f-(a) + flaw - a) +0 + .
. 0 + f-

"Yu)f
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f-(x) = f-(a) + flaw - a) +0 + .
. 0 + f-

"Yu)f
✗1×7=1-1×1 - lG) = f- (x ) - f-(a) - f'(a)(*a) = flhyu , Kaji

"P""

soit f-
'"
(a) so ⇒fatty > 0 ¥ tchange design in ✗=a

pie isque f-
"test continue

⇒ 41×1 change design en ✗= a ⇒ (a. feast est un point d '

inflexion Eli

Déf. f : I→ Fest convexe sur I si pour tout couple a < b c- I
,

le graph:que de fan se trave au dessous de la droite f convexe

passant por la, for) et lb, feed .

flat - - -

:

f-(b) -
-

-

I
. -
-
-

.
.

.

.

!
i.

a bDéf . f: I → Fest concave sur Isi pour tout couple flb) . - - - - - - - -
- - -

.

a < 8 c- I
,
le graphicwe de fait se trave au - dessus

:

de la droite passantpar (a. fear) et 18, feel) .

flat -
- -

-

I fconcav:
: :
a f
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Proposition .

Soit f : I→ F deux fois derivable sur I .
Alors fest come✗e sur I <⇒ f-

"

1×1>-0 sur I⇐> finest croissant surI
f est concave sur I ⇐> f-

"

1×1<-0 sur I ⇐> f'A) est deéroissank surI
.

Idée :

f-
"

(x) = lying fkd-h.tk#..= "

fg.no/-l*Y-fH--nflxthflx-hl--=--fi..moI?h¥f¥-fi×e%omtmest commie : f-Hh) : =
-

=
.

. yfA+h{+flTo an - desirous delacorte
'

: :
<⇒ f-

"

1×1>-0 'faint .

- - i
.

.
- -

-
- ÷ - - -

-

:

f-
"

1×120 <⇒ f-1×1 est comexe fan . . .

;
-

-
- -

-
- - !

,

sur hintervalle Is ✗ .

✗th

x-hfflxt-h-f-H.fm > 0



Ex
. DL pour fix)= ¥ ? dordre n automate ×=o ?

"" -

Soit 1×1<1
.

⇒ = [ xh = It ✗ + ✗
'

+ . . .
+ sériegéométrique .

n=O

¥ = It ✗ + X'+ . . .

+ ✗
"

+ ✗nE(x)

T.it#--xY1+xh+2+.....xn-'
'

4+×+i+'÷⇒ le reste= ✗
" + 1.¥ = ✗

"

EG )

Ona lim Elx)=¥%¥×= 0 .

⇒ =/ + ✗ + ✗
'

e
. . .

+

xh-iqh.ru#--estleDLdelafonctionflxj=,--xautourdex=O.d'ordren
Knew?


